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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Практические занятия - одна из важнейших форм контроля самостоятельной работой обучающихся  над учебным материалом, качеством его усвоения. Готовясь к практическим занятиям, обучающиеся должны изучить рекомендованную литературу: первоисточники, соответствующие разделы учебников, учебных пособий, конспекты лекций и т.д. 

Цели практических занятий – формирование практических умений – выполнение определённых действий, операций, необходимых в последующей профессиональной или учебной деятельности. В связи с этим содержанием практических занятий является решение разного рода задач,  выполнение вычислений, расчётов, работа с литературой, работа с лекциями,  справочниками, инструкциями.

Поэтому в процессе изучения математики практические занятия встречаются часто.  Выполнению практических занятий предшествует проверка знаний обучающихся, их теоретической готовности к выполнению заданий.

Формы организации деятельности обучающихся на практических занятиях: индивидуальная. При индивидуальной форме каждый обучающийся выполняет индивидуальное задание, по номеру варианта, соответствующему порядковому номеру.
Структура и содержание практических занятий включает в себя следующие элементы:

-   тема занятия;

-   цель работы;

-   краткие теоретические сведения,

-   примеры решения заданий по теме,

-    задания для самостоятельного выполнения;

-   контрольные вопросы.

 -  используемая и рекомендуемая литература. 

Оценки за выполнение заданий на практических  занятиях  выставляются по пятибалльной системе или в форме зачёта и учитываются как показатели текущей успеваемости обучающихся.

Перечень практических занятий

	№
	Тема
	Кол-во часов

	1. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1 «Операции над матрицами»
	1

	2. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2 «Вычисление определителей»
	1

	3. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3 «Решение линейных систем уравнений по правилу Крамера и методом Гаусса»
	2

	4. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 4 «Составление уравнений прямых на плоскости»
	2

	5. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 5 «Решение задач по теме кривые второго порядка»
	2

	6. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 6 «Решение смешанных задач»
	1

	7. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 7 «Вычисление пределов»
	1

	8. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 8 «Решение примеров на раскрытие неопределенностей, включая замечательные пределы»
	1

	9. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 9 «Вычисление производных»
	3

	10. 
	ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 10 «Исследование функций с помощью производной. Построение графиков»
	4

	11. 
	практическая работа № 11 «Неопределенный интеграл. Применение интеграла к решению прикладных задач»
	4

	
	итого
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1
 «Операции над матрицами»
Цель: отработка умений и навыков выполнения действий с матрицами.
Основные теоретические сведения и примеры решения заданий
Матрица – это прямоугольная таблица каких-либо элементов. В качестве элементов мы будем рассматривать числа, то есть числовые матрицы. ЭЛЕМЕНТ – это термин. Термин желательно запомнить, он будет часто встречаться.

Обозначение: матрицы обычно обозначают прописными латинскими буквами А, В, С,…

Действия с матрицами:
1) Вынесение минуса из матрицы (внесение минуса в матрицу).
Вынесем минус за пределы матрицы, сменив у КАЖДОГО элемента матрицы знак: 
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Внесем минус в матрицу, сменив у КАЖДОГО элемента матрицы знак:
[image: image2.png]



2) Умножение матрицы на число.
Пример:
[image: image3.png](12 -1 (312 3.0 _(36
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Пример:
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3) Транспонирование матрицы
Для того чтобы транспонировать матрицу, нужно ее строки записать в столбцы транспонированной матрицы. 

Пример:
Транспонировать матрицу D = (7   3   – 12   0   34). 

Строка здесь всего одна и, согласно правилу, её нужно записать в столбец:

[image: image5.png]Dr=|-12

34



 – транспонированная матрица.
4) Сумма (разность) матриц.
Для того чтобы сложить матрицы, необходимо сложить их соответствующие элементы:
[image: image6.png][12 71] [74 73] [12+(74) 71+(73)]
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Для разности матриц правило аналогичное, необходимо найти разность соответствующих элементов.
5) Умножение матриц.
Чтобы матрицу К  можно было умножить на матрицу L необходимо, чтобы число столбцов матрицы К  равнялось числу строк матрицы L.
Пример:

[image: image7.png]5 8 -4) (3
PS=|6 9 -5[|4 -1 3
47 -39
5.3+8.4-4.9 5.2+8.(-)-4.6 5.5+8.3-4.5) (11 -22 29

=|6:3+9.4-59 6249 (-1)-56 65+49.3-55[=|9 -27 32
4.3+7.4-3.9 4.247.(-1-3.6 4.5+7.3-3.5) {13 -17 26




Внимание!  Понятия квадрата матрицы не существует! 

Если для матрицы А необходимо вычислить [image: image9.png]


, то это означает, что необходимо выполнить действие А*А.

Задания для самостоятельной работы
Задание 1. Найти значение матричного многочлена  2АВ + 5В2+3ВА, если: 

	1
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Контрольные вопросы
1 Приведите пример единичной матрицы
2 Дайте определение матрицы

3 Приведите пример двух равных матриц.

4 Приведите пример квадратной матрицы

5 Что такое элемент матрицы?

6 Приведите пример единичной матрицы.

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2 
«Вычисление определителей»
Цель: отработка умений и навыков выполнения вычислений определителей.

Основные теоретические сведения и примеры решения заданий

Каждой квадратной матрице соответствует число, которое называется определителем. Определитель можно вычислить только для квадратной матрицы!
На практике чаще всего можно встретить определитель второго порядка, например: 

Обозначения: Если дана матрица [image: image31.png]—3
—15 -2




, то ее определитель обозначают [image: image33.png]


. Также очень часто определитель обозначают латинской буквой D или греческой Δ.
Например, для n [image: image34.png]


 2
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,
для n [image: image36.png]
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Правило вычисления определителя [image: image39.png]As



 равносильно правилу треугольников, схематически можно записать как
[image: image40.jpg]® e o
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ополнительным минором [image: image41.png]


 к элементу [image: image42.png]


 квадратной матрицы [image: image43.png]


 называется определитель [image: image44.png]


-го порядка полученный из исходного вычеркиванием [image: image45.png]


-ой строки и [image: image46.png]


-ого столбца на пересечении которых данный элемент находится. [image: image47.png]



Вычисление определителей. Начнем с определителя «два» на «два»:
[image: image48.png]=ad -bc
d|




Сразу рассмотрим пример:

[image: image49.png]N 219 (3 =-22-d5--67
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Самое главное, НЕ ЗАПУТАТЬСЯ В ЗНАКАХ.

Определитель матрицы «три на три» 

Пример:

[image: image50.png]1 -2 3
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Задания для самостоятельной работы

Вычислить определители:

1.  а) 
[image: image51.wmf]
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2.   а)    
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3.   а)    
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4.   а)    
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5.   а)    
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6.   а)    
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10.  а)   
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3 
«Решение линейных систем уравнений по правилу Крамера и методом Гаусса»
Цель работы: Используя теоретический материал и образцы решения задач, решить примеры по теме «Решение систем линейных алгебраических уравнений различными способами» 

Краткие теоретические сведения

1.Пусть дана система линейных уравнений 
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     Коэффициенты a11,12,..., a1n, ... , an1 , b2 , ... , bn   считаются заданными. 

Вектор -строка (x1  , x2  , ... , xn  ( - называется решением системы (1), если при подстановке этих чисел вместо переменных все уравнения системы (1) обращаются в верное равенство.

       Определитель n-го порядка (((((((a ij  (, составленный из коэффициентов при неизвестных, называется главным определителем системы. 

      Если (((, то система имеет единственное решение, которое может быть найдено по формулам Крамера :  x1=
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, где

определитель n-го порядка (i ( i=1,2,...,n) получается из определителя системы путем замены i-го столбца свободными членами b1 , b2 ,..., bn.

Примеры решения систем линейных уравнений методом Крамера 

Пример 1
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Ответ:  ( 3  ; -1 ).
Пример 2
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Ответ: x=0,5;  y=2; z=1,5 .
Более удобным является так называемый метод Гаусса. Он применим и в более общем случае системы линейных уравнений, т. е. когда число уравнений не совпадает с числом неизвестных.
Метод Гаусса решения системы заключается в последовательном исключении переменных. Если система имеет решение, то последовательное исключение уравнений ступенчатой системы приводит ее к треугольному виду.

Алгоритм для решения системы линейных уравнений методом Гаусса

1. Выражаем первое неизвестное из первого уравнения и подставляем его в остальные уравнения.

2. Получаем новую систему, в которой число уравнений и неизвестных на 1 меньше.

3. С новой системой поступаем таким же образом и так продолжаем до тех пор, пока не останется одно линейное уравнение, которое легко решается.

4. Когда получено значение последнего неизвестного xn, подставляем его в уравнение, которое позволяет найти xn – 1 по xn.

5. По найденным xn – 1 и xn находим xn – 2 и таким образом находим последовательно все неизвестные.

Для систем нелинейных уравнений этот метод не всегда применим уже в силу того, что из уравнений системы совсем не обязательно можно будет выразить одну неизвестную через остальные.

Примеры решения систем линейных уравнений методом Гаусса

Пример 

Решить методом Гаусса систему уравнений 

[image: image835.wmf]O

                                    x1 –  2x2 +  x3 +   x4 = –1;

                                  3x1 + 2x2 – 3x3 – 4x4 = 2; 

                                  2x1 –   x2 + 2x3 – 3x4 = 9;    

                                    x1 + 3x2 – 3x3 –   x4 = –1.

[image: image836.wmf]r

r

Решение: Составим матрицу В и преобразуем ее. Для удобства вычислений отделим вертикальной чертой столбец, состоящий из свободных членов:

[image: image837.wmf]M
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                                          1    –2     1     1    –1
                           B =        3      2   –3   –4      2  

                                         2    –1     2   –3      9

                                         1      3   –3   –1    –1

 Умножим первую строку матрицы В последовательно на 3, 2 и 1 и вычтем соответственно из второй, третьей и четвертой строк. Получим матрицу, эквивалентную исходной:
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                                          1    –2     1     1    –1

                                          0      8   –6   –7      5

                                          0      3     0   –5    11

                                          0      5   –4   –2      0

[image: image842.wmf]0

[image: image843.wmf]y

Третью строку матрицы умножим на 3 и вычтем ее из второй строки. Затем новую вторую строку умножим на 3 и на 5 и вычтем из третьей и четвертой строк. Получим матрицу, эквивалентную исходной:

[image: image844.wmf]x

                                        1    –2      1     1    –1

                                        0    –1    –6     8    –28   

                                        0      0    –1     0    –3

                                        0      0      0   19    –19        
Из коэффициентов последней матрицы составим систему, равносильную исходной:

[image: image845.wmf]1
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                                            x1 – 2x2 +   x3 +    x4 =  –1;

· X2   – 6x3 + 8x4  = –28;

            – x3                 = –3;

                     19x4  = –19. 

Решим полученную систему методом подстановки, двигаясь последовательно от последнего уравнения к первому. Из четвертого уравнения  x4 = –1, из третьего х3 = 3. Подставив значения х3 и x4 во второе уравнение, найдем x2 = 2. Подставив значения x2, x3, x4 в первое уравнение, найдем x1 = 1.
               Ответ. (1; 2; 3;-1).
Порядок выполнения работы: 
Используя теоретические сведения выполнить предложенное преподавателем задание
Решить систему линейных уравнений а) методом Крамера, b) методом Гаусса

ВАРИАНТ   1
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ВАРИАНТ   2
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ВАРИАНТ   3
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ВАРИАНТ  4
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ВАРИАНТ   5
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ВАРИАНТ   7

а) [image: image100.png]r+y-z=6,
2143y - 4z




b) [image: image101.png]4r-2y+z=6,





ВАРИАНТ   8

a) [image: image102.png]2r-3p=12,
3x+p-2225,
x-peiz=-z



   b) [image: image103.png](3x-p+2z=1,

Sxe2pe3zeT
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ВАРИАНТ   10
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 4 
«Составление уравнений прямых на плоскости»
Цель: отработка умений и навыков составление уравнений прямых на плоскости
Основные понятия

Рассмотрим точку 
[image: image106.wmf]0

M

 с координатами 
[image: image107.wmf])
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 и ненулевой вектор 
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[image: image109]
Обозначим точкой 
[image: image110.wmf]O

 – начало координат, точка 
[image: image111.wmf]M

 с координатами 
[image: image112.wmf]}
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 – переменная точка, лежащая на прямой, проведенной через точку 
[image: image113.wmf]0
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 перпендикулярно вектору 
[image: image114.wmf]N

. Тогда соединяя точки 
[image: image115.wmf]M

 и 
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 с началом координат 
[image: image117.wmf]O

, получим радиус – векторы точек – 
[image: image118.wmf]r
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 и 
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Вектор 
[image: image121.wmf]M
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 перпендикулярен вектору 
[image: image122.wmf]N

, следовательно, их скалярное произведение равно 0:
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Данное уравнение называется уравнением прямой через ее нормаль. Перепишем данное уравнение в координатной форме: 
[image: image124.wmf](
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. Точка 
[image: image125.wmf])

,

(

0

0

y

x

 – неподвижна, обозначив выражение 
[image: image126.wmf]C
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, получим общее уравнение прямой:

	
[image: image127.wmf]0
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Еще раз напомним геометрический смысл величин, входящих в уравнение: 
[image: image128.wmf]}
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 – координаты вектора 
[image: image129.wmf]N

r

, перпендикулярного к исходному вектору, проходящему через точку с координатами  
[image: image130.wmf])
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. Свободный член 
[image: image131.wmf]0
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Так как в общее уравнение входят только первые степени 
[image: image132.wmf]x

 и 
[image: image133.wmf]y

, то говорят, что прямая на плоскости есть линия первого порядка.

Данное уравнение связывает координаты линии и перпендикуляра к ней. Но точно также можно построить уравнение, связывающее две параллельные прямые.

Проведем параллельно прямой, проходящей через точку 
[image: image134.wmf]}
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 вектор 
[image: image135.wmf]}
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, который называется направляющим вектором прямой. Так как коллинеарные вектора отличаются друг от друга только величиной некоторого скаляра (обозначим его 
[image: image136.wmf]t

), то тогда можно записать следующее уравнение, которое называется параметрическим уравнением прямой:
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Или переписав в координатной форме, имеем: 
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, исключив параметр 
[image: image139.wmf]t

, получаем каноническое уравнение прямой:
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В частности, если прямая проходит через две заданные точки с координатами 
[image: image141.wmf]}
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[image: image142.wmf]}
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, то каноническое уравнение можно переписать в виде:
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Разрешим общее уравнение прямой относительно переменной 
[image: image144.wmf]y

 и, приняв условие, что 
[image: image145.wmf]0
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, получим следующее уравнение:
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где 
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[image: image148.wmf]B

C

b

-

=

 при 
[image: image149.wmf]0
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. Данное уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом и позволяет определить всякую прямую, расположенную под углом, относительно исходной. Коэффициент 
[image: image150.wmf]k

 – есть тангенс угла наклона прямой к оси 
[image: image151.wmf]x

, 
[image: image152.wmf]b

 – ордината точки пересечения прямой с осью 
[image: image153.wmf]y

.


[image: image154]
Как правило, уравнение с угловым коэффициентом используют в несколько другой форме. Пусть на прямой имеется некоторая точка с известными координатами 
[image: image155.wmf])
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, тогда уравнение этой прямой можно записать: 
[image: image156.wmf]b
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, откуда 
[image: image157.wmf]0
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, тогда уравнение прямой запишется в виде: 
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Вернемся к общей форме уравнения прямой. При условии, что 
[image: image160.wmf]0
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, разделим все члены уравнения на свободный член: 
[image: image161.wmf]0
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, получаем уравнение прямой в отрезках:

	
[image: image164.wmf]1
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При 
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 имеем 
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 соответственно 
[image: image168.wmf]a
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. Таким образом, числа 
[image: image169.wmf]a

 и 
[image: image170.wmf]b

 есть отрезки, отсекаемые прямой на осях координат.

Если две прямые заданы своими уравнениями в общем виде: 
[image: image171.wmf]0
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[image: image172.wmf]0

2

2

2

=

+

+

C

y

B

x

A

, то угол между ними можно определить по формуле:

	
[image: image173.wmf]2
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а если прямые заданы в виде 
[image: image174.wmf]1
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[image: image175.wmf]2
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[image: image176.wmf]2
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Расстояние от точки 
[image: image177.wmf])
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[image: image178.wmf]0
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[image: image179.wmf]2
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При решении задач, прежде всего, обращают внимание на известные величины и в зависимости от них составляют уравнение прямой. Или, наоборот, по известному уравнению анализируют геометрические свойства прямой.

Пример 1
Составить общее уравнение прямой, проходящей через точки (1,2) и (-2,3). 

Решение: Обозначим точки соответственно 
[image: image180.wmf]}

,

{

0

0

0

y

x

M

=

 и 
[image: image181.wmf]}
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По формуле канонического уравнения прямой имеем: 
[image: image182.wmf]2
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. Избавимся от дроби: 
[image: image183.wmf])
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. Раскрыв скобки и перенеся все члены в одну сторону, получаем: 
[image: image184.wmf]0
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[image: image185.wmf]0
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Пример 2.
Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
[image: image186.wmf]}
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 параллельно прямой 
[image: image187.wmf]0
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Решение: Так как искомая прямая по условию задачи должна быть параллельной исходной, это значит, что они имеют один угол наклона к оси 
[image: image188.wmf]x

. Угол наклона исходной прямой можно определить из формулы 
[image: image189.wmf]B
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. Исходная прямая задана в общей форме, следовательно для нее 
[image: image190.wmf]1
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[image: image191.wmf]2
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; подставляя значения коэффициентов исходной прямой, находим 
[image: image192.wmf]5
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. Обозначим координаты точки 
[image: image193.wmf]M

 как 
[image: image194.wmf]}
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[image: image195.wmf]1
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[image: image196.wmf]2
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; прямую, проходящую через эту точку, можно описать уравнением с угловым коэффициентом 
(.
 подставим в него известные значения, получим: 
[image: image198.wmf])
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. Проведя несложные преобразования, получим искомое уравнение: 
[image: image199.wmf]0
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Пример 3
Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
[image: image200.wmf]}
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 перпендикулярно прямой 
[image: image201.wmf]0
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Решение: Искомая прямая является нормалью к заданной прямой, поэтому для решения можно использовать уравнение в канонической форме. В формуле: 
[image: image202.wmf]}
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 – координаты направляющего вектора исходной прямой, в нашем случае они совпадают по значению с коэффициентами 
[image: image203.wmf]B
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 из исходного уравнения:  
[image: image204.wmf]1
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[image: image205.wmf]2
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[image: image206.wmf]}
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 – координаты заданной точки, то есть 
[image: image207.wmf]1
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. Подставляя значения в формулу получаем: 
[image: image209.wmf]2
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. Решая данное уравнение, получаем ответ. Ответ: 
[image: image210.wmf]0
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Выполнить самостоятельно:
Выполните задание, подставив вместо букв заданные в таблице параметры: 

	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры

	
	a
	b
	c
	
	a
	b
	c
	
	a
	b
	c
	
	a
	b
	c

	1
	1
	-15
	1
	2
	4
	-12
	7
	3
	7
	-9
	13
	4
	-10
	6
	4

	5
	-1
	15
	2
	6
	-4
	12
	8
	7
	-7
	9
	14
	8
	10
	-6
	5

	9
	2
	-14
	3
	10
	5
	-11
	9
	
	
	
	
	
	
	
	


1. Составить общее уравнение прямой, проходящей через точки (a,b) и (c,a). 
2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
[image: image211.wmf]}
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 параллельно прямой 
[image: image212.wmf]0
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3. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
[image: image213.wmf]}
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 перпендикулярно прямой 
[image: image214.wmf]0
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 5 
«Решение задач по теме кривые второго порядка»
Цель: отработка умений и навыков составление работы с кривыми второго порядка
Основные понятия
Всякую кривую второго порядка можно описать уравнением вида:

	
[image: image215.wmf]0
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где 
[image: image216.wmf]F
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 – константы.

В зависимости от соотношения этих констант получаются уравнения окружности, эллипса или гиперболы. В частности, если 
[image: image217.wmf]0
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, уравнение описывает уравнение окружности: 
[image: image219.wmf]0
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, или, выделив полный квадрат: 

	
[image: image220.wmf]0
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Если уравнение разлагается на два линейных множителя, то оно определяет пару прямых, которые могут пересекаться, быть параллельными или совпадать.

Определение 1. Эллипсом называется геометрическое место точек плоскости, для которых сумма расстояний до двух заданных точек плоскости, есть величина постоянная. Эти фиксированные точки плоскости называются фокусами эллипса.


[image: image221]
На рис. обозначены: 
[image: image222.wmf]D
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 – вершины эллипса; 
[image: image223.wmf]AC

 – большая ось 
[image: image224.wmf](
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[image: image225.wmf]BD

 – малая ось 
[image: image226.wmf](
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[image: image227.wmf]1
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 и 
[image: image228.wmf]2
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 – фокусы эллипса, лежащие на большой оси по обе стороны от центра на расстоянии 
[image: image229.wmf]2
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[image: image230.wmf]a
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 – фокальный параметр (половина хорды, проведенной через фокус параллельно малой оси). Величина 
[image: image231.wmf]a
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 – называется эксцентриситетом эллипса. Директрисы – это прямые, параллельные малой оси и находящиеся от нее на расстоянии 
[image: image232.wmf]e
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Каждое из расстояний от точки 
[image: image233.wmf]M

 до фокусов определяется по формулам: 
[image: image234.wmf]x
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[image: image235.wmf]x
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[image: image236.wmf]a
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Каноническое уравнение эллипса записывается как:

	
[image: image237.wmf]1
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Определение 2.. Гиперболой называется геометрическое место точек, для каждой из которых модуль разности расстояний до двух заданных точек (фокусов) есть величина постоянная, равная 
[image: image238.wmf]a
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[image: image239]
Точки, для которых выполняется условие 
[image: image240.wmf]a
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, принадлежат одной ветви гиперболы (на рис. - правой). Точки, для которых 
[image: image241.wmf]a
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 принадлежат другой ветви гиперболы (на рис. - левой). На рис. 
[image: image242.wmf]a

 – действительная полуось, 
[image: image243.wmf]b

 – мнимая полуось гиперболы 
[image: image244.wmf](
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[image: image245.wmf]x
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 – асимптоты гиперболы; 
[image: image246.wmf]1
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[image: image247.wmf]2
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 - фокусы гиперболы. Точки 
[image: image248.wmf])
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[image: image249.wmf])
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 называются вершинами гиперболы. Эксцентриситет гиперболы вычисляется по формуле 
[image: image250.wmf]a
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[image: image251.wmf]e
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 перпендикулярны к действительной оси и называются директрисами гиперболы. Каноническое уравнение гиперболы записывается следующим образом:

	
[image: image252.wmf]1
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Определение 3. Параболой называется геометрическое место точек, равноудаленных от данной точки (фокуса) и от данной прямой (директрисы) плоскости.

Элементами параболы являются: 
[image: image253.wmf]OX

 – ось параболы; 
[image: image254.wmf]p

 – параметр параболы - расстояние между фокусом и директрисой; 
[image: image255.wmf]O

 – вершина параболы; 
[image: image256.wmf]F

 – фокус параболы (точка, лежащая на расстоянии 
[image: image257.wmf]2
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 от вершины); уравнение директрисы 
[image: image258.wmf]2
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[image: image259]
	Каноническое уравнение параболы записывается как:


[image: image260.wmf]px

y

2

2

=

.


Пример 1.
Найти центр и радиус окружности, заданной уравнением 
[image: image261.wmf]0
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 Решение: Приведем исходное уравнение к виду 
[image: image262.wmf]0
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: выделим полные квадраты по 
[image: image263.wmf]x

 и 
[image: image264.wmf]y

, для этого разобьем свободный член на элементы:


[image: image265.wmf](
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[image: image266.wmf](
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.Согласно уравнению 
[image: image267.wmf]0
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 получаем Ответ: координаты центра 
[image: image268.wmf]÷
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[image: image269.wmf]3
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Пример 2
Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса, описываемого уравнением 
[image: image270.wmf]21
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Решение:
1. Приведем уравнение к виду 
[image: image271.wmf]1
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[image: image272.wmf]9
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[image: image273.wmf]3
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2. Определяем расстояние фокусов от центра:


[image: image275.wmf](

)

(

)

2

2

1

3

2

2

=

-

=

c

, то есть 
[image: image276.wmf](

)

0

,

2

2

1

-

F

, 
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3. Эксцентриситет данного эллипса определяем по формуле:


[image: image278.wmf]3
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[image: image281.wmf]3
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Пример 3
Написать уравнение гиперболы, если ее фокусы находятся в точках 
[image: image282.wmf])
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[image: image283.wmf](
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Решение:
1. Для записи уравнения гиперболы в виде 
[image: image284.wmf]1
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 необходимо знать величины 
[image: image285.wmf]a

 и 
[image: image286.wmf]b

. Величина 
[image: image287.wmf]1
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 по условию задачи (длина вещественной оси). Определим величину 
[image: image288.wmf]b

.

2. Из условия задачи можно определить величину 
[image: image289.wmf]c

. Это первая координата фокуса, то есть 
[image: image290.wmf]2
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3. По формуле 
[image: image291.wmf]2
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[image: image292.wmf]b
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[image: image293.wmf]3
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4. Подставляем в уравнение 
[image: image294.wmf]1
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[image: image295.wmf]1
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Пример 4
Вывести каноническое уравнение параболы, если известно, что ее вершина расположена в начале координат, она расположена симметрично оси 
[image: image296.wmf]X
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, и проходит через точку 
[image: image297.wmf](
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Решение:
1. По условию парабола симметрична оси 
[image: image298.wmf]X
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 и вершина расположена в центре координат, следовательно, для нахождения параметра параболы можно воспользоваться каноническим уравнением 
[image: image299.wmf]px
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2. Подставим в уравнение 
[image: image300.wmf]px
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 координаты точки, через которую проходит парабола: 
[image: image301.wmf](
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[image: image302.wmf]2
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3. Следовательно, уравнение параболы можно записать как 
[image: image303.wmf]2
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Ответ: 
[image: image304.wmf]2
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Выполнить самостоятельно:
Выполните задание, подставив вместо букв заданные в таблице параметры: 

	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры

	
	a
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	c
	
	a
	b
	c
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	a
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	1
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1. Найти центр и радиус окружности, заданной уравнением 
[image: image305.wmf]0
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2. Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса, описываемого уравнением 
[image: image306.wmf]b
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3. Написать уравнение гиперболы, если ее фокусы находятся в точках 
[image: image307.wmf])
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4. Вывести каноническое уравнение параболы, если известно, что ее вершина расположена в начале координат, она расположена симметрично оси 
[image: image309.wmf]X
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, и проходит через точку 
[image: image310.wmf](
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 6
 «Решение смешанных задач»
Цель: отработка умений и навыков решения задач 

Примеры задач
Пример 1. Две стороны квадрата лежат на прямых 
[image: image311.wmf]0
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. Вычислить его площадь.

Решение: Из заданных уравнений прямых следует, что они параллельны (коэффициенты 
[image: image313.wmf]A

 и 
[image: image314.wmf]B

 – одинаковы). Для нахождения длины стороны квадрата нужно найти расстояние от одной прямой до другой. Это можно сделать, взяв точку на одной прямой и определить расстояние от нее до другой прямой. Возьмем первую прямую: 
[image: image315.wmf]0
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, подставив это значение в уравнение, получим уравнение относительно 
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, откуда найдем 
[image: image318.wmf]2

11

-

=

y

. Таким образом, получим точку, принадлежащую первой прямой: 
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Расстояние от точки с известными координатами до прямой определяем с помощью формулы 
[image: image320.wmf]2
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Теперь определяем площадь: 
[image: image322.wmf]49
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Пример 2. Найти точку пересечения плоскости 
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Решение: Решение сводится к решению системы трех уравнений с тремя неизвестными: 
[image: image326.wmf]ï
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, откуда находим 
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Ответ: 
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Пример 3.  Вывести общее уравнение прямой, проходящей через точки 
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Решение: Обозначим точку с координатами 
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, тогда каноническое уравнение прямой, проходящей через данные точки запишется в виде: 
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Преобразуем полученное уравнение: 
[image: image338.wmf](
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Ответ: 
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Пример 4. Для гиперболы 
[image: image341.wmf]12
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 найти действительную и мнимую полуоси, координаты фокусов и эксцентриситет.

Решение: Приведем исходное уравнение к каноническому виду: 
[image: image342.wmf]1

12

4

12

3

2

2

=

-

y

x

 или 
[image: image343.wmf]1

3

4

2

2

=

-

y

x

, откуда действительная полуось 
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, координаты фокусов определяются значением величины 
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Выполнить самостоятельно:

Выполните задание, подставив вместо букв заданные в таблице параметры: 
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1. Две стороны квадрата лежат на прямых 
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2. Найти точку пересечения плоскости 
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3.  Вывести общее уравнение прямой, проходящей через точки 
[image: image359.wmf](
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 7
 «Вычисление пределов»
Предел. Вычисление пределов
Цель работы: 

Используя теоретический материал и образцы решения задач, решить примеры по теме «Предел, вычисление пределов» 

Краткие теоретические сведения: 
Числовые последовательности.

Если каждому натуральному  n=1, 2, 3, 4…… поставлено в соответствие некоторое число  
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, то говорят, что задана  числовая последовательность с общим членом 
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Определение: Число а называется пределом последовательности {хn}, если для любого ( ( ( существует число N = N((( такое, что (хn(a( ( ( при любом n ((. Символически это записывается: 
[image: image366.wmf]¥
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Последовательность называется сходящейся, если она имеет предел.


[image: image367.wmf]Предел функции.

Пусть функция у = f(х) определена в некоторой окрестности точки х = а.

Определение: Число А называется пределом функции f(x) при х(а, если для любого 
[image: image368.wmf]0
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Этот предел функции обозначается 
[image: image371.wmf]A
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Вычисление пределов.

При вычислении пределов необходимо в выражение, стоящее под знаком предела, вместо переменной подставить ее предельное значение. При этом возможны два варианта:

1). В результате подстановки и проведения необходимых вычислений получается определенное число (в частности, ноль или бесконечность), которое и является ответом.

2). В результате подстановки предельного значения переменной получается неопределенность одного из типов 
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. В этом случае, для получения результата эти неопределенности необходимо раскрыть.

Рассмотрим первый из возможных вариантов.
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Неопределенность вида 
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При раскрытии этих неопределенностей найдем старшую степень переменной 
[image: image382.wmf]x

 и разделим числитель и знаменатель дроби, стоящей под знаком предела на 
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 в этой степени.
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Неопределенность вида 
[image: image387.wmf][
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При вычислении пределов вида 
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 с помощью алгебраических преобразований выделим в числителе и знаменателе сомножители 
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Рассмотрим примеры.
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Задания для самостоятельного решения по вариантам

Задание 1.Вычислите пределы:
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 8
 «Решение примеров на раскрытие неопределенностей, включая замечательные пределы»
Цель работы: 

Используя теоретический материал и образцы решения задач, решить примеры по теме «Предел, вычисление пределов» 

Краткие теоретические сведения: 
Замечательные пределы
Пример 10.Найти предел [image: image444.png]sin 7x
BT





Если мы замечаем в пределе синус, то это нас сразу должно наталкивать на мысль о возможности применения первого замечательного предела.
Сначала пробуем подставить 0 в выражение под знак предела (делаем это мысленно или на черновике):
[image: image445.png]sin 7x
FC





Итак, а нас есть неопределенность вида[image: image447.png]


 , ее обязательно указываем в оформлении решения. Выражение под знаком предела у нас похоже на первый замечательный предел, но это не совсем он, под синусом находится 7х, а в знаменателе 3х.

В подобных случаях первый замечательный предел нам нужно организовать самостоятельно, используя искусственный прием. Ход рассуждений может быть таким: «под синусом у нас 7х, значит, в знаменателе нам тоже нужно получить 7х». 
А делается это очень просто:

[image: image448.png]P}

sin 7x

0

0

sin 7x

310,
7





То есть, знаменатель искусственно умножается в данном случае на 7 и делится на ту же семерку. Теперь запись у нас приняла знакомые очертания.
Когда задание оформляется от руки, то первый замечательный предел желательно пометить простым карандашом:

[image: image449.jpg]



Что произошло? По сути, обведенное выражение у нас превратилось в единицу и исчезло в произведении:
[image: image450.jpg]alwlm




Теперь только осталось избавиться от трехэтажности дроби:
[image: image451.jpg]



Готово. Окончательный ответ: [image: image452.png][NREN)




Пример 11.Найти предел [image: image453.png]=)





Опять мы видим в пределе дробь и синус. Пробуем подставить в числитель и знаменатель ноль:
[image: image454.png]=)





Действительно, у нас неопределенность[image: image456.png]


  и, значит, нужно попытаться организовать первый замечательный предел. Степени мы представим в виде произведения (множителей):

[image: image457.png]



Далее, по уже знакомой схеме организовываем первые замечательные пределы. Под синусами у нас [image: image458.png][N



, значит, в числителе тоже нужно получить [image: image459.png][N



:

[image: image460.png]



Аналогично предыдущему примеру, обводим карандашом замечательные пределы (здесь их два), и указываем, что они стремятся к единице:

[image: image461.jpg]



Собственно, ответ готов:

[image: image462.jpg]



Пример 12.Найти предел [image: image463.png]tg2x
I




Подставляем ноль в выражение под знаком передела:

[image: image464.png]tg2x
w0 277





Получена неопределенность [image: image465.png]


, которую нужно раскрывать. Если в пределе есть тангенс, то почти всегда его превращают в синус и косинус по известной тригонометрической формуле [image: image466.png]Cosa@



.

 В данном случае:

[image: image467.png]tg2x _0 sin 2x
70 272 0 x02x% coslx





Косинус нуля равен единице, и от него легко избавиться (не забываем пометить, что он стремится к единице): 

[image: image468.png]tg2x _0 sin 2x sin 2x
) im ) 1= )
0 252 0 0270 (cos2x)"] 0 2x





Таким образом, если в пределе косинус является МНОЖИТЕЛЕМ, то его, грубо говоря, нужно превратить в единицу, которая исчезает в произведении.

Дальше по накатанной схеме, организуем первый замечательный предел:

[image: image469.png]sin2x . sin2x
#0277 (cos2x) ) 30 2x°





Здесь все вышло проще, без всяких домножений и делений. Первый замечательный предел тоже превращается в единицу и исчезает в произведении:

[image: image470.png]sin2x . sin2x
#0277 (cos2x) ) 30 2x°





В итоге получена бесконечность, бывает и такое.

Пример 13.Найти предел [image: image471.png]1-cosdx

5%




Пробуем подставить ноль в числитель и знаменатель:

[image: image472.png]0





Получена неопределенность [image: image473.png]


 (косинус нуля, как мы помним, равен единице)

Используем тригонометрическую формулу [image: image474.png]1-cos2a=2sin’ @



. Возьмите на заметку! Пределы с применением этой формулы почему-то встречаются очень часто.

[image: image475.png]



Постоянные множители вынесем за значок предела:

 [image: image476.png]1-cosdx
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Организуем первый замечательный предел:

[image: image477.png]2sin®2x _
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Здесь у нас только один замечательный предел, который превращается в единицу и исчезает в произведении:

[image: image478.png]i L




Избавимся от трехэтажности:
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Предел фактически решен, указываем, что оставшийся синус стремится к нулю:

[image: image480.png]lim.
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Второй замечательный предел
В теории математического анализа доказано, что:

[image: image481.png]lim
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e




Данный факт носит название второго замечательного предела.

Справка: [image: image482.png]2,718281828.




 – это иррациональное число.
В качестве параметра [image: image483.png]


 может выступать не только переменная [image: image484.png]


, но и сложная функция. Важно лишь, чтобы она стремилась к бесконечности.

Пример 15.Найти предел [image: image485.png]fim

(

1=
»

o)




Когда выражение под знаком предела находится в степени – это первый признак того, что нужно попытаться применить второй замечательный предел.

Нетрудно заметить, что при[image: image486.png]


 основание степени [image: image487.png]TH—
£

]t



, а показатель – [image: image488.png]4x =00



, то есть имеется, неопределенность вида [image: image489.png]


:

[image: image490.png]fim





Данная неопределенность как раз и раскрывается с помощью второго замечательного предела. Но, как часто бывает, второй замечательный предел не лежит на блюдечке с голубой каемочкой, и его нужно искусственно организовать. Рассуждать можно следующим образом: в данном примере параметр [image: image491.png]


, значит, в показателе нам тоже нужно организовать  [image: image492.png]


. Для этого возводим основание в степень [image: image493.png]


, и, чтобы выражение не изменилось – возводим в степень [image: image494.png]


:

[image: image495.png]



Когда задание оформляется от руки, карандашом помечаем:

[image: image496.jpg]1
N
17 = lim|
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Практически всё готово, страшная степень превратилась в симпатичную букву [image: image497.png]


:

При этом сам значок предела перемещаем в показатель.
[image: image498.jpg]



Далее, отметки карандашом я не делаю, принцип оформления, думаю, понятен.

Пример 16. Найти предел [image: image499.png](

x+1

)




Внимание! Предел подобного типа встречается очень часто, пожалуйста, очень внимательно изучите данный пример.
Пробуем подставить бесконечно большое число в выражение, стоящее под знаком предела:

[image: image500.png]



В результате получена неопределенность [image: image501.png]


. Но второй замечательный предел применим к неопределенности вида [image: image502.png]


. Что делать? Нужно преобразовать основание степени. Рассуждаем так: в знаменателе у нас [image: image503.png]


, значит, в числителе тоже нужно организовать [image: image504.png]


:

[image: image505.png]



Теперь можно почленно разделить числитель на знаменатель:

[image: image506.png]



Вроде бы основание стало напоминать [image: image507.png]


, но у нас знак «минус» да и тройка какая-то вместо единицы. Поможет следующее ухищрение, делаем дробь трехэтажной:

[image: image508.png]



Таким образом, основание приняло вид [image: image509.png]


, и, более того, появилась нужная нам неопределенность [image: image510.png]


. Организуем второй замечательный предел [image: image511.png]


.

Легко заметить, что в данном примере [image: image512.png]x+1
-3



. Снова исполняем наш искусственный прием: возводим основание степени в [image: image513.png]x+1
-3



, и, чтобы выражение не изменилось – возводим в обратную дробь [image: image514.png]x+1



:
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Наконец-то долгожданное [image: image516.png]


 устроено, с чистой совестью превращаем его в букву [image: image517.png]


:

[image: image518.png]



Но на этом мучения не закончены, в показателе у нас появилась неопределенность вида [image: image519.png]818



, раскрывать такую неопределенность мы научились.  Делим числитель и знаменатель на[image: image520.png]


:

[image: image521.png]



А сейчас мы рассмотрим модификацию второго замечательного предела. Напомню, что второй замечательный предел выглядит следующим образом: [image: image522.png]lim
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. Однако на практике время от времени можно встретить его «перевёртыш», который в общем виде записывается так:

[image: image523.png]



Пример 17.Найти предел [image: image524.png]1
lim, (1+ tg1) =




Сначала (мысленно или на черновике) пробуем подставить ноль (бесконечно малое число) в выражение, стоящее под знаком предела:

[image: image525.png]1
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1
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В результате получена знакомая неопределенность [image: image526.png]


. Очевидно, что в данном примере [image: image527.png]a=tgx



. С помощью знакомого искусственного приема организуем в показателе степени конструкцию [image: image528.png]


:

[image: image529.png]1
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Выражение [image: image530.png]1
(1+a)



 со спокойной душой превращаем в букву [image: image531.png]


:

[image: image532.png].
e
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Еще не всё, в показателе у нас появилась неопределенность вида [image: image533.png]


. Раскладываем тангенс на синус и косинус (ничего не напоминает?):
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Косинус нуля стремится к единице (не забываем помечать карандашом), поэтому он просто пропадает в произведении:
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Выполните самостоятельно:
Задание 1. Вычислите пределы, подставив вместо букв заданные в таблице параметры: 

	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры
	№
	параметры

	
	abc
	
	abc
	
	abc
	
	abc

	1
	1
	-15
	1
	2
	4
	-12
	7
	3
	7
	-9
	13
	4
	-10
	6
	4

	5
	-1
	15
	2
	6
	-4
	12
	8
	7
	-7
	9
	14
	8
	10
	-6
	5

	9
	2
	-14
	3
	10
	5
	-11
	9
	
	
	
	
	
	
	
	


	1. 
[image: image536.wmf]).

)

(

)

(

(

lim

2

3

abc

x

bc

ac

ab

x

c

b

a

x

a

x

-

+

+

+

+

+

-

®


	2. 
[image: image537.wmf]10

100

lim

2

3

2

3

+

-

+

-

+

-

¥

®

bx

ax

cx

cx

bx

ax

x



	3.  
[image: image538.wmf]c

bx

ax

cx

bx

ax

x

+

+

+

+

+

¥

®

2

2

3

1

lim


	4. 
[image: image539.wmf]b

cx

c

bx

ax

x

+

-

-

¥

®

3

2

lim



	5. 
[image: image540.wmf]bc

x

c

b

x

ab

x

b

a

x

b

x

+

+

-

-

-

+

®

)

(

)

(

lim

2

2


	6. 
[image: image541.wmf]x

bx

x

sin

lim

0

®



	7. 
[image: image542.wmf]cx

cx

x

sin

lim

0

®


	8. 
[image: image543.wmf]bx

x

x

)

1

1

(

lim

+

¥

®



	9. Исследовать функцию   
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 9
«Вычисление производных»
Цель работы: 

Используя теоретический материал и образцы решения задач, решить примеры по теме «Вычисление производных» 

Краткие теоретические сведения: 
Правила дифференцирования
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Формулы дифференцирования
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Примеры нахождения  производной элементарных функций:
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Производная сложной функций

Определение. Пусть 
[image: image567.wmf])
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- сложная функция с промежуточным аргументом 
[image: image570.wmf]х

 и независимым аргументом 
[image: image571.wmf]х

.

Правило нахождения производной сложной функции:

Для нахождения производной сложной функции надо производную данной функции по промежуточному аргументу умножить на производную промежуточного аргумента по независимому аргументу.

Это правило остается в силе, если промежуточных аргументов несколько.

Пример. Вычислить производную сложной функции:

  1) 
[image: image572.wmf](
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Решение: 
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Дифференцирование неявных и параметрически заданных функций.

Если неявная функция задана уравнением  
[image: image575.wmf]0
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, то для нахождения производной от 
[image: image576.wmf]y

 по 
[image: image577.wmf]x

 нет необходимости разрешать уравнение относительно 
[image: image578.wmf]y

:  достаточно продифференцировать это уравнение по 
[image: image579.wmf]x

, рассматривая при этом 
[image: image580.wmf]y

 как функцию 
[image: image581.wmf]x

,  и полученное затем уравнение  разрешить относительно 
[image: image582.wmf].
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 Производная неявной функции выражается через аргумент 
[image: image583.wmf]x

 и функцию 
[image: image584.wmf].
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Пример: Найти производную функции, заданную уравнением         
[image: image585.wmf]0
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Решение. Функция задана неявно. Дифференцируем по 
[image: image586.wmf]x

 данное равенство.

Из полученного соотношения  
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 следует, что 
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Пусть зависимость между аргументом 
[image: image590.wmf]x

 и функцией 
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 задана параметрически 
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- вспомогательная переменная, называемая параметром.

Найдем производную 
[image: image594.wmf]
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Порядок проведения работы:
Используя теоретические сведения выполнить предложенное преподавателем задание
Найдите производную функции:
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 10 
«Исследование функций с помощью производной. Построение графиков»
Цель: отработка умений и навыков исследования функции средствами дифференциального исчисления.

Пример выполнения задания 1

	План исследования функции
	Пример

Исследовать функцию средствами дифференциального исчисления и построить ее график

[image: image663.png](*—3x% +4)






	1. Область определения функции (множество возможных значений переменной х)
	D(y)=(-∞;+∞)

	2. Координаты точки пересечения с осью Оу
	[image: image664.png]y(0) 0°—3x02+4)=





Точка пересечения с осью Оу : (0;-1)

	3. Исследование функции на монотонность
	[image: image665.png]



[image: image666.png]



[image: image667.png]



X=0 или [image: image669.png]



[image: image670.png]


[image: image672.png]


x=[image: image674.png]


 ;  

  x=2

(-∞;0)U(2;+∞) – функция убывает

(0;2) – функция возрастает

	4. Определение точек экстремума функции
	[image: image675.png]y(0) 0°—3x02+4)=





(0;-1) – точка минимума

[image: image676.png]y(2
) 22 -3x22+4)=0





(2;0) – точка максимума

	5. Исследование функции на выпуклость и вогнутость
	[image: image677.png]



[image: image679.png]


=[image: image681.png]


x+[image: image683.png]


; х=1

	6. Определение точек перегиба функции
	[image: image684.png]



(1;-0,5) – точка перегиба



	7. Определение координат дополнительных точек
	[image: image686.png]y(-1) =5 (-1° - 3x (-1)*+4) =



; (-1;0)

[image: image688.png](3*-3x3"+4)




; (3;-1)

	8. Построение графика
	[image: image689.emf]


Задание 1. Исследовать средствами дифференциального исчисления функцию y=f(x) и построить ее график. 

1 y = x3 - 9x2 + 24x - 16

2 y = x3 -11x2 + 39x - 45

3 y = x3 + 6x2 + 9x + 4

4 y = x3 + x2 - 5x + 3

5 y = x3 + 10x2 +32x + 32

6 y = x3 + 9x2 + 24x + 20

7 y = x3 - 14x2 + 60x - 72

8 y = x3 - 12x2 + 45x - 54

9 y = x3 - 18x2 + 105x -196

10 y = x3 - 10x2 + 28x - 24

практическая работа № 11 
«Неопределенный интеграл. Применение интеграла к решению прикладных задач»
Цель: отработка умений и навыков вычисления неопределенных интегралов различными методами, применения определенного интеграла для вычисления площадей плоских фигур.
Краткие теоретические сведения.
Совокупность всех первообразных 
[image: image690.wmf]()
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 функции f(x) называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обозначается символом 
[image: image691.wmf]()
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, т.е. 
[image: image692.wmf]()()
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В этом равенстве f(x) называется подынтегральной функцией, а f(x)dx – подынтегральным выражением.
Свойства неопределенных интегралов
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Таблица простейших интегралов
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Примеры решения интегралов различными методами
Метод непосредственного интегрирования
Непосредственное интегрирование основано на прямом использовании таблицы интегралов. Возможны случаи:

1) данный интеграл находится непосредственно по соответствующему табличному интегралу;

2) данный интеграл после применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам;

3) данный интеграл после элементарных тождественных преобразований над подынтегральной функцией (по членное деление, приведение к виду степенной функции, использование известных тождеств) и применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам.

Пример 1. Найти 
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Последовательно применим к данному интегралу свойства 3 и 4, а затем воспользуемся таблицей основных интегралов:
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Пример 2. Найти 
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Интегрирование методом подстановки
Вычислить заданный интеграл непосредственным интегрированием удается далеко не всегда, а иногда это связано с большими трудностями. Одним из наиболее эффективных приемов является метод подстановки или замены переменной интегрирования. Сущность этого метода заключается в том, что путем введения новой переменной интегрирования удается свести заданный интеграл к новому интегралу, который сравнительно легко берется непосредственно.

Пример 1. Найти 
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Решение: 
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Пример 2. Найти [image: image728.png]J sin(2 — 8x)dx
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Пример 3. Найти [image: image731.png]
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Метод интегрирования по частям
Если u(x) и v(x) – дифференцируемые функции, то справедлива формула


[image: image733.wmf]udvuvvdu
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.

Данную формулу интегрирования применяют обычно в тех случаях, когда функция u(x) упрощается при дифференцировании, а первообразная для функции v(x) легко находится.

Пример к заданию 1. Вычислить неопределенные интегралы, используя метод интегрирования по частям:

а) 
[image: image734.wmf](54)cos8,

xxdx
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ò

      


б) 
[image: image735.wmf]ln(32)

xdx
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ò

.

Решение. а) При вычислении первого интеграла воспользуемся формулой интегрирования по частям:
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image737.wmf]1cos8
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б) При вычислении второго интеграла также воспользуемся формулой интегрирования по частям. В результате получим


[image: image738.wmf]3

ln(32)

3

ln(32)ln(32)

32

32

dx

uxdu

x

xdxxxdx

x

x

dvdxvx

=+=

+==+-=

+

+

==

òò



[image: image739.wmf]22
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Пример к заданию 2 . Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
 [image: image741.png]y=x+2



 и [image: image743.png]y=—x"+4x+ 12




Решение:
Графиком  y=x+2 является прямая линия, а графиком линии [image: image745.png]y=—x"+4x+ 12




является парабола, ветви которой направлены вниз.

1. Чтобы построить график прямой необходимо задать две точки:

	x
	0
	1

	y
	2
	3


2. Построение параболы начинается с нахождения координат ее вершины:

[image: image747.png]


;                [image: image749.png]



[image: image751.png]Ve= ¥ (%)



;              [image: image753.png]F+4x2+12=16





Следовательно, координаты вершины параболы (2;16).
Далее найдем точку пересечения с осью Оу:

[image: image754.png]y(0) =—0% +4X0+12=12 - ({





Далее найдем точки пересечения с осью Ох, решив уравнение:

[image: image755.png]—x*+4x+12=





[image: image756.png]



D=64

[image: image757.png]—4+V64
2




[image: image758.png]



3. В одной системе координат строим оба графика и отмечаем штриховкой площадь, которую надо найти:

[image: image846.wmf]p

[image: image759.jpg]



4. Находим точки пересечения заданных линий. Для этого решаем систему уравнений:

[image: image760.png]{ y=x+2
ly = —x?+ 4x + 12




Для нахождения абсцисс точек пересечения заданных линий решаем уравнение:

[image: image762.png]


   или    [image: image764.png]



Решив квадратное уравнение, находим: x1 = -2, x2 = 5.

Итак, данные линии, представляющие собой параболу и прямую, пересекаются в точках  с абсциссами x1 = -2, x2 = 5.

5. Эти линии образуют замкнутую фигуру, площадь которой вычисляем по указанной выше формуле:
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Пример к заданию 2. Вычислить площадь, ограниченную линиями y = x2 + 1 и  x + y = 3.
Решение:

Графиком y = 3 – x является прямая линия, а графиком линии [image: image767.png]y=x"+1



 является парабола, ветви которой направлены вверх.

1) Чтобы построить график прямой необходимо задать две точки:

	x
	0
	1

	y
	3
	2


2) Построение параболы начинается с нахождения координат ее вершины:

[image: image769.png]


;                [image: image771.png]



[image: image773.png]Ve= ¥ (%)



;              [image: image775.png]



Следовательно, координаты вершины параболы (0;1)

Далее найдем точку пересечения с осью Оу:

[image: image776.png]y(0) =0° +1 - (0;1)




Точек пересечения с осью ОХ парабола не имеет, так как вершина расположена выше оси ОХ и ветви направлены вверх.
3) В одной системе координат строим оба графика и отмечаем штриховкой площадь, которую надо найти:

[image: image777.jpg]



4) Находим точки пересечения заданных линий. Для этого решаем систему уравнений:

[image: image778.jpg]


[image: image779.jpg]



находим абсциссы точек пересечения x1 = -2 и x2 = 1.
5) Полагая y2 = 3 - x и y1 = x2 + 1, на основании формулы [image: image780.jpg]e
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получаем
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Задание 1. Вычислите интегралы, используя указанные методы 
	 № варианта
	Непосредственное 

интегрирование
	Метод 

подстановки
	Метод 

интегрирования по частям
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Задание 2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у = ах2 + bх + с  и прямой          у = kх + b. Сделать чертеж. 

1 у = -х2 + 4х - 1;      у = -х - 1.

2 у = х2 - 6х + 7;       у = х + 1

3 у = -х2 + 6х -5;       у = х - 5

4 у = х2 - 6х + 7;       у = -х + 7

5 у =-х2 + 6х - 5;       у = -х + 1

6 у = х2 + 6х + 7;      у = х + 7

7 у = -х2 - 6х - 5;       у = х + 1

8 у = х2 + 6х + 7;      у = -х + 1

9 у = -х2 - 6х - 6;       у = -х - 6

10  у = х2 - 4х + 1;       у = х + 1

Контрольные вопросы
1 В чем отличие определенного интеграла от неопределенного?

2 Перечислите свойства определенного интеграла.

Критерии оценки результатов работы обучающегося  на практическом занятии 

Оценка «отлично» ставится в том случае, если обучающийся:

- правильно понимает цель работы, точно применяет полученные знания;

- строит ответ по собственным выводам, умеет применить знания в новой ситуации;

- верно выполняет практическое задание.

Оценка «хорошо» ставится, если 

- обучающийся допустил одну ошибку или не более двух недочетов и может их исправить самостоятельно или с небольшой помощью преподавателя.

Оценка «удовлетворительно» ставится, если обучающийся

- допустил не более одной грубой ошибки и двух недочетов.

Оценка «неудовлетворительно» ставится, если обучающийся

- не овладел основными знаниями и умениями в соответствии с требованиями программы и допустил больше ошибок и недочетов, чем необходимо для оценки 3.

- не может ответить ни на один из поставленных вопросов.
Перечень рекомендуемых учебных изданий, Интернет-ресурсов,
дополнительной литературы 
Основные источники:

Учебник / А.А. Дадаян. - 3-e изд. - М.: Форум: НИЦ ИНФРА-М, 2017. 

Бардушкин В.В., Маметатика: Элементы высшей математики. – М.:КУРС, НИЦ ИНФРА – М, 2018
Интернет-ресурсы:

www. fcior.edu.ru  (Информационные, тренировочные и контрольные материалы). 

www. school-collection.edu.ru (Единая коллекции цифровых образовательных ресурсов).

http://www.math.ru 

Газета "Математика" издательского дома "Первое сентября" - http://mat.1september.ru
Математика в Открытом колледже - http://www.mathematics.ru
Математика: Консультационный центр преподавателей и выпускников МГУ 

http://school.msu.ru
Материалы по математике в Единой коллекции цифровых образовательных ресурсов - http://school_collection.edu.ru/collection/matematika/
Московский центр непрерывного математического образования (МЦНМО) - 

http://www.mccme.ru
Образовательный математический сайт Exponenta.ru - http://www.exponenta.ru
Общероссийский математический портал Math_Net.Ru - http://www.mathnet.ru
Портал Allmath.ru – вся математика в одном месте  - http://math.ournet.md
 Вся элементарная математика: Средняя математическая интернет – школа 

http://www.bymath.net
 Геометрический портал - http://www.neive.by.ru
 Графики функций - http://comp_science.narod.ru 

Математические олимпиады и олимпиадные задачи - http://www.zaba.ru 
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